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Conteddo Programdatico

Unidade |

Linguagens Formais
Linguagens Formais
Sigma Algebras
Relacéio entre Linguagens Formais e Sigma Algebras
Sigma Dominios
Légica Proposicional
A linguagem da légica proposicional
A linguagem formal da légica Proposicional
Légica Proposicional
A Teoria Formal da Légica Proposicional
Teorias Formais
Teoria Formal da Légica Proposicional
Teorema da Dedugdo
Computagdo na Légica Proposicional
Método de Eliminagdo de Literais Complementares

Resultados de Completude



Unidade |

Légica Proposicional
A linguagem da légica proposicional
A linguagem formal da légica Proposicional

Légica Proposicional



Légica Proposicional

As linguagens sGo expressoes simbdlicas de entidades
significativas de um “fragmento da realidade”

Realidade das Proposicoes

Afirmacoes: Verdadeiro ou falso

+aterregeativeas,exclemetives,ete
Proposicdo
“T+1 =10"

Depende de um contexto interpretativo



Légica Proposicional

A légica proposicional estuda como raciocinar com
afirmacdes que podem ser verdadeiras ou falsas,
isto € como deduzir de um certo conjunto de
hipdteses (proposicoes verdadeiras num
determinado contexto) uma prova de que uma
determinada conclusdo é verdadeira no mesmo
contexto.

Base para o estudo de légicas mais complexas
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Proposicdo
Sentenca declarativa com valores verdadeiro ou falso
“Maria gosta de Jodo e de Pedro”
“Todos os seres humanos tém uma mae”
“Cinco é maior que quatro”
Termos: objetos aos quais alude uma proposi¢do

(Maria, Jodo, seres humanos, mde, cinco, etc)
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Proposicoes Compostas
Juntar uma ou vdrias simples

Conectivos
Negag¢do —
Maria ndo gosta de Jodo
Conjungéo *
Maria gosta de Jodo e Jodo gosta de Maria
Disjungdo v
Maria gosta de Jodo ou Jodo gosta de Maria
Condicional ou Implicagdo —
Se Maria e Jodo sdo irmdos entdo Jodo e Maria sdo parentes
Bi-condicional ou bi-implicagdo <>

Josué vai se formar se, e somente se, defender sua monografia
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Proposi¢coes atomicas
Indivisiveis
Ndo possuem conectores

Ex:

“todos os corvos sdo pretos”

“Ronaldo brilha muito no Corinthians”
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Ovutra maneira de se escrever proposicoes atomicas

Colocar o verbo da proposicdo, seguido de uma lista
de sujeitos entre parénteses.

“Jodo é pai de Ana” e “Ana, Maria e Rosa sdo irmads”
podem ser colocadas como:

Pai(Jodo,Ana)e Irmas(Ana,Maria,Rosa),respectivamente.
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Sutilizas com o uso dos conectivos em linguagem natural
Caso A

“José estd desocupado”

“José ndo estd ocupado”

Caso B

“Pedro estd em desvantagem”

“Pedro ndo estd em vantagem”

Caso C

“ABC perdeu para o América e desceu para a segunda divisdo”

“ABC desceu para a segunda divisdo e perdeu para o America”
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1 O que fazer nesses casos?

o1 Utilizar outras légicas que consigam tratar tais casos

m Légica temporal, Légica Modal



Légica Proposicional
N

71 A Linguagem Formal da Légica Proposicional

O alfabeto da linguagem da légica proposicional ¥ é constituido de trés con-
juntos disjuntos.

1. O conjunto enumeréavel ¥y das varidveis proposicionais, Ly = {p1....,pp....}.
2. O conjunto X¢ dos conectivos proposicionais, Yo = {—, A, V., —, < }.

3. O conjunto Xp dos parénteses Xp = {(,)}.

Portanto ¥ = Xy U X¢ U Xp. 0 qual denotaremos, simplesmente, por

}:z{ply"-5p77.!-‘-9—'1»/\1\/5_)9‘_):\(?)}-

A linguagem proposicional, Lp, ¢ a linguagem gerada pela linguagem formal Lp =
(3,G), onde ¥ é o alfabeto proposicional acima e G é a gramatica constituida pelas
seguintes regras.

g1t —p s Pi€2y g2 : (fa)
4 Y, Kj i avﬁ
a, 3 a, 3

gs. (a—»[)‘) g6- - C!H,B
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¢ lcf o s . ’, . . . « ~
Exemplo 3.2.1 “=" ¢ usado com o sentido “¢ definido por”. «a,, as e asz, abairo, sdo [
exemplos de proposi¢oes em Lp.

def def def \
a1 =pi, = ((mVp2) = ps), as= ((pAp2) < (1 — p2))

pois, elas podem ser geradas pela linguagem formal da légica proposicional. No caso de oy
temos a sequinte prova (junto com o argumento a cada passo da prova) de que az € Lp:

g1 ;, , Pi € By 82 : (_?O)
: o, 3 : . ,."3
LN YNOB 8 Tavp)
) a, 3 ) a, [
& " Ta— D) B Taep
lef .
w, = P Direto da regra g,
fof .
W = Po Direto da regra g,
def :
wy = (p1 Ap2) Aplicando g3 a wy e ws
lef :
wy = (pr — po) Aplicando g5 a wy e wy
lef .
ws = ((pr Aps) < (p1 — p2))  Aplicando gg a w3 e wy
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= Algebra Booleana

Em algebra abstrata, algebra booleana é uma estrutura algébrica, (A, +,-,~,0,1), onde
A um conjunto nao vazio, + e - sao operacoes binarias sobre A, ~ uma operacao unaria
sobre A e 0 e 1 constantes, satisfazendo as propriedades:

1. Comutatividade: x+y=y+x e x-y=y-x
Associatividade: x4+ (y+z2)=(r+y)+z e z-(y-2)=(x-y) 2

Distributividade: - (y+z2)=x-y+x-2 e v+ (y-2)=(r+y) - (x+ 2)

B e b

Complemento: x- ~x =0 e z+~x =1

5. Absorcao: x+ (z-y)=x e z-(x+y) ==z
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1 Tabelas Verdade

0

E Y| z+Yy

0

™

—

i

flz,y,2)=(x+~2) (~z+~y

(24 ~2) - (24 ~7)

1

1

1
1
0

0
1

1

0
0

&L y Zl~NzZ|24~2Z | ~2 Ny Nx-'-Ny

1
1
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1 Novas Operagoes

rTly|lr=y rTly|lrey
1|1 1 1|1 1
110 0 110 0
011 1 011 0
010 1 010 1

Assim, nds podemos pensar em r = y € T < Y COMO Novas operacoes ou como
abreviacoes de ~x +y e (~x+y) - (~y+ x).
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71 Funcdes de Valoracdo(Semantica)

Definicao 3.4.1 Seja V' o subconjunto das varidveis proposicionais do alfabeto da lin-
guagem proposicional Lp. Uma atribuigao de valores verdade ¢ uma fungiop: V —
B.

Como Lp é definida indutivamente a partir de V', usando a proposicao 2.3.9, € possivel
estender a atribuigao de valores verdade p para uma funcao V, : Lp — B. Esta funcao
é chamada fungao de valoragao associada a atribuicao p, ou simplesmente, valoracao.
V,, também, conhecida como fungao semantica. Observe que uma vez que V' é um con-
junto infinito de varidveis proposicionais € possivel definir infinitas atribui¢ées de valores
verdade p de V' em B, e cada valoracao V, depende da atribuicao p. Assim. V, é definida
recursivamente tendo como base da recursao a funcao p, como mostrado abaixo:

1. V,(p) = p(p) para todop e V
2. V,(—a) =~ V,(a)

3. Vy(aVB)=V,(a) +V,(06)

4. Vo(a A B) = V() - Vo(B)

5. V,(a — 8) = V,(a) = V,(8)
6. Vo(a = 3) = V,(a) & V,(8)
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1. V,(p) = p(p) para todo p € V
Vo(ma) =~ V,(a)

Vo(aV B) = Vp(a) + V,(8)
oA B) =Vy(a) - V,(8)
ol
o

a — B) = V(@) = V,(8)
a < B)=V,(a) & V,(5)

@P‘P‘E’*’!\’

%
%
%
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Exemplo 3.4.2 Seja o = (p1 V p2) — p3. Achar V,(a) para o sequinte p: p(p1) = 0,
p(p2) =1 e p(ps) = 0. Entao,

Vo((p1 Vo) = p3) = V,(p1 Vp2) = Vyo(ps)
= (vp(pl) + vp(p2)) = vp(pS)
= (p(p1) + p(p2)) = p(ps)
=0+1)=0
=1=0
=1).



Légica Proposicional
N

. ” . . , . def
Exemplo 3.4.3 Seja a mesma formula do exemplo anterior, isto é o = (py V pa) — p3.
As possiveis funcoes de atribuicao de valores verdade para as varidveis proposicionais

Pi.P2 € P3 S40:

L pi(p) =1, pi(p2) =1 e pr(ps) =

2. pa(p1) =1, pa(p2) = 1 € pa(p3) =
3. ps(p1) =1, ps(p2) = 0 e ps(p3) =
4. pa(pr) =1, pa(p2) =0 € pa(ps) =
5. ps(p1) =0, ps(p2) =1 € p5(p3) =
6. ps(p1) =0, ps(p2) =1 € po(ps) =
7. pr(p1) =0, pr(p2) =0 € pr(p3) =
8. ps(p1) =0, ps(p2) = 0 e ps(ps3) =



Vo ((p1 V p2) — ps)

Vo ((p1 V p2) — ps)

Vs (1 V p2) — ps)

o Vol V p2) — ps)

Vs ((p1 V p2) — pa)

Voo (01 V p2) = p3)

o Veol(p1 V p2) — p3)

Vou(p1 V pa2) — p3)

(mip) +ﬂ1(Pz)) = p(ps)
(1+1) =
1=1
1

(p2(p1) + p2(p2)) = p2(ps)
(1+1)=0

1=0

0

(ps(p1) + ps(p2)) = ps(ps)
(1+0)=1
1=1
1

(palpr) + palp2)) = palps)
(1+0)=10

1=0

0

(ps(p1) + ps(p2)) = ps(pa)
(0+1)=1

1=1

1

(ps(p1) + ps(p2)) = po(ps)
(0+1)=0

1=0

0

(pr(p1) + pr(p2)) = prlps)
(0 + 0) =1

0=
1
(pe(p1) + ps(p2)) = ps(pa)
(0+0)=0

0=0

1
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1 Tabelas Verdade

01 Possiveis interpretacoes

P1|P2| P3| P1VDP2|P1VDpP2— P3
L |k |3 1 1
1 |1 10 1 0
1 [0 |1 1 1
1 10 |0 1 0
0 (1 |1 1 1
0|10 1 0
010 |1 0 1
0 [0 [0 0 1




Légica Proposicional
N

Exemplo 3.4.4 A tabela verdade da proposi¢io py — (pa A —(ps — p1)) € dada abaizo:

ps—p1 | (ps — p1) | p2 A—(ps — p1) | p1— (P2 A—(ps — p1))

COoOO0O R~ MRS
OO OO S

OO OO S

O = O = OO o
oo OoOoOR OO oo
— - O O

—_ O = O =
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Exemplo 3.4.6 A tabela verdade (compactada) para a meta-proposi¢io o — (3 — =)
é dada a sequir:

al| = B{A]~]7)
ifo1]ofo0] 1
12 2|z2]1]0
1lofolo]o] 1
1fofolol1]o
ol 1| 1]0]0| 1
ol 1 1|1]1]0
ol 1| o0lo]o| 1
ol 1) o0|o]1]o0
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Légica proposicional
Tautologia

tautologias sdo férmulas que tomam o valor verdade
verdadeiro independente do valor que atribuamos as
proposicoes atdmicas que a compdem. Isto €, numa
tautologia o importante é a forma e ndo sua interpretacdo.
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1 Quais s&o tautologias? 71~ (P2 = p1)

2. (p1 — (p2 — p3)) = ((p1 — p2) = (01 — p3))
8. (mp2 — —p1) = ((mp2 = p1) — p2)

4. (=p2 — —=p1) = (p1 — p2)

5. aNf — «

6. aNB— 3

7. @ — "«

8. —a — «

9. a—aVy

10. aAN—-a—
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o1 Tautologia
11 Contradigdo

1 Contingente

1 Satisfativel

1 Insatisfativel
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Definicao 3.5.4 Chamaremos légica proposicional sobre a linguagem Lp ao conjunto
Taut(Lp), de todas as tautologias em Lp.

Definig¢ao 3.5.5 Como Taut(Lp) # Lp dizemos que a légica proposicional € consistente.

Ou seja, em geral dizemos, que uma logica sobre uma linguagem L é consistente se ela
nao se reduz a linguagem.
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1 Consequéncia Légica

Definicao 3.5.6 Sejaa € Lp el” C Lp. Dizemos que a € uma conseqiiéncia semantica
ou conseqiiéncia légica de I', denotado por I = «, se para toda atribui¢do de valores
verdade p tal que V,(3) = 1 para toda proposi¢do 3 € I, entdo V,(a) = 1.

Assim, quando dizemos que I' = a estamos dizendo que podemos concluir que a
proposicao « é verdadeira desde que todas as hipdteses em I' o sejam. Assim, a nocao
de conseqiiéncia semantica possui essa caracteristica de deducao desejada para a logica
proposicional.



Notagao: Quando o conjunto I' é finito, isto €, I' = {a,.... a,}, usaremos a notacio
mais usual, ay,...,a, = a em vez de {a1,....an} = a.

Exemplo 3.5.7

1.a,a— 3E=0
De fato, V,(a — 3) = 0 se, e somente se, V,(a) =1 e V,(3) = 0. Portanto, se
Vo(a— 3)=1eV,(a) =1, entdo necessariamente V,(3) = 1.

2. a— B,a— 8 E=a

Um modo simples de mostrar isso € usar a tabela verdade

al3|la—=08|a—=3|-a
111 1 ( (
110 ( 1 (
0|1 1 1 1
0|0 1 1 1

Observando a tabela constatamos que sempre que as premissas a — 3 e a — =3
sio verdadeiras (isto €, tém valor 1) a conclusao —~a também € verdadeira.
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Na definicdo 3.5.6 se I' = (), a primeira parte da definicao € satisfeita, isto é, como néo
existe proposicdo em I', entdo para qualquer que seja a atribuicdo p, temos que V,(3) =1
para todo 3 € I'. Portanto, para « ser um modelo do conjunto vazio, isto é ) = «
ou simplesmente = «, deve-se satisfazer a seguinte condicdo: para qualquer que seja a
atribuicdo p (ou seja, independente dos valores verdade das proposicoes atomicas que
compoem «) o valor verdade de a deve ser 1 (isto é V,(a) = 1). Portanto a deve ser
uma tautologia. Assim, a légica proposicional Taut(Lp) pode, entdo, ser re-definida como
segue.

Taut(lp) ={a €Llp/ E=a}l.

Podemos concluir dos exemplos acima que a tabela verdade é um algoritmo para provar
que [' = @, no caso de I ser finito. Em particular tabelas verdade também nos permitem
decidir se uma proposicdo € uma tautologia ou nao. Isto significa que o conjunto Taut(Lp)
é decidivel.
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11 Teorema da Compacidade

Se I' for infinito ainda assim a tabela verdade é um algoritmo para decidir se I' = «
ou nao. Mas para isso usaremos o conhecido teorema da compacidade da ldgica
proposicional cujo enunciado € o seguinte.

Teorema 3.5.9 (Compacidade) Se I' = «, entdo eriste um subconjunto finito 'y C T
tal que 'y = a.
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1 Teorema da Deducdo

Teorema 3.5.10 (Dedugao) Sejam a e 3 proposi¢cies em Lp. Entio

a = 3 se, e somente se, Ea — (3

DEMONSTRACAO: Basta observar a tabela verdade abaixo e a defini¢do de conseqiiéncia

légica.
al|lB|la—03
i |1 1
110 0
011 1
0(0 1

Pois, se a = 3 entdo, necessariamente, o segundo caso (V,(a) =1 e V,(3) = 0) néo
pode ocorrer. Logo, V,(a — 3) sempre serd 1, e portanto a — 3 é uma tautologia.
Inversamente, se @ — 3 é uma tautologia, entdo. necessariamente, o segundo caso e nao
pode ocorrer. Logo, quando V,(a) = 1, necessariamente, V,(3) = 1 (primeiro caso).
Portanto, a = 5. =
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Definicao 3.5.12 Sejam a e 3 proposi¢ies. Dizemos que o e 3 sdo logicamente equiv-
alentes ou simplesmente equivalentes, cuja notagio € a = 3, sea = 3 e 3 = a ou,
equivalentemente, pelo teorema da dedug¢do, se = a — 3 e = 3 — a ou ainda, se

=a < 3.

Proposigao 3.5.13 A relacdo de equivaléncia logica sobre Lp € uma relagdo de equivaléncia
sobre Lp.

DEMONSTRACAO:

1. @ =« para todo a € Lp, isto €, = a — a. Basta observar a tabela verdade.

2. Suponha que @ = 3. Entao, trivialmente pela definicio de equivaléncia légica,
3= a.

3. Suponha que a = 3 e 3 = ~. Mostraremos que a = 7. Por hipitese = a < 3
e = 8 < 7. Observando a tabela verdade do conectivo ldgico «, verifica-se que
=a+ 7. istoé,a=7v. m
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1 Exercicios
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